CAPITULO 2

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

2.1 UNA PROPIEDAD DE LOS TRIANGULOS

De la propiedad de los triangulos semejantes (paginas 14 y 15), los triangulos rectangulos tienen
otra propiedad muy importante. De la semejanza de tridngulos, que a continuacion se va a analizar
nacen las llamadas funciones trigonométricas.

Hégase la siguiente practica en clase:

En el triangulo de la figura 2.1 medir con una regla con la méxima precision posible la longitud
del lado ye y anotarlo en el cuaderno. Después hacer lo mismo con el lado x. Finalmente dividir el
valor obtenido para ye entre el valor de x y anotarlo. Con dos decimales es suficiente.

Ahora medir igualmente con la méxima precision posible la longitud del lado m y anotarlo en
el cuaderno. Después hacer lo mismo con el lado n. Finalmente dividir el valor obtenido para m
entre el valor de n y anotarlo con dos decimales.

El estudiante debe obtener el mismo resultado en ambos casos. O casi el mismo resultado. La
pequeiia diferencia que le salga entre el primer caso y el segundo se debe a que el ojo humano no
puede detectar décimas ni centésimas de milimetro que seguramente tienen esas longitudes.

Esa es la primera propiedad importantisima que tienen los tridngulos rectangulos, que mientras
sus angulos agudos no varien, la division entre dos de sus lados de forma correspondiente siempre
da el mismo resultado sin importar el tamaiio del tridngulo.
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Obsérvese que en el ejercicio anterior, los &ngulos agudos no cambiaron, lo que cambi6 solamen-
te fue el tamano del primer triangulo ABC medido respecto del segundo ADE. El valor aproximado
de la division del lado vertical entre el lado horizontal debe ser de 0.714 sin importar el tamafio del
triangulo.

0JO: Si el angulo agudo cambia, la division del lado vertical entre el lado horizontal ya no da
0.714. El angulo con vértice en A mide aproximadamente 35.5°, por lo tanto el otro &ngulo agudo
mide 54.5° porque el tercer angulo siempre debe ser de 90°, de lo contrario dejaria de ser triangulo
rectangulo.

Otra cosa importante: La division del lado vertical entre el horizontal siempre dard 0.714 sola-

mente que el &ngulo agudo A mida 35.5° no importa el tamafio de los lados, sean mas grandes o
mas chicos.

-——————— i
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X >

figura 2.1
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Entonces el estudiante debe deducir el resultado del siguiente ejercicio: En el tridngulo ABC de
la figura 2.1 se coloca un nuevo punto F sobre el lado horizontal a una distancia de 11 cm del vérti-
ce A y desde ese punto F traza una vertical para construir un nuevo triangulo “adentro” del tridngu-
lo ABC. ;Cuanto debera medir el nuevo lado vertical? La respuesta la debe obtener el alumno sin
hacer la construccion del nuevo triangulo, sino deduciendo qué operaciones debe ejecutar para llegar
a la respuesta. Después comprobarlo haciendo ahora si la construccion.

Si el angulo A cambia, por ejemplo a 23.2° la division del lado vertical ye entre el valor del
lado horizontal x dara otro valor diferente a 0.714 que siempre se obtenia en la figura 2.1, pero ese
nuevo valor serd siempre el mismo sin importar el tamafio del tridngulo, a condicion de que dicho
angulo A de 23.2° permanezca constante.

(Cuanto vale esa division? El alumno debe repetir la practica que hizo con el triangulo de la
figura 2.1, pero ahora sobre el triangulo de la figura 2.2.

B
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1< X >

figura 2.2

El valor aproximado que el estudiante debe obtener al dividir con la maxima precision posible
la longitud del lado ye entre la longitud del lado x de la figura 2.2 es de 0.428. Igualmente al dividir
la longitud del lado m entre la longitud del lado n de la misma figura.
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Los matematicos de la antigliedad al descubrir esta propiedad en los triangulos rectangulos se
dieron a la tarea de anotar los valores de las divisiones de un lado entre otro, obtenidas para cada
angulo diferente.

Metidos en esta tarea, el siguiente problema a resolver era que al existir seis posibles divisiones
de un lado entre otro, ;como identificar una division de la otra? De alli surgieron las llamadas fun-
ciones trigonométricas.

2.2 DEFINICIONES

Téngase en cuenta que todo lo que se mencione en este capitulo tiene validez exclusivamente
para triangulos rectangulos.

CATETOS: Son los lados que forman el angulo recto. En la figura 2.3 los lados x e ye son los
catetos.

HIPOTENUSA: Es el lado méas grande, el que esta «enfrente» del lado recto. En la figura 2.3 el
lado 7 es la hipotenusa.

ANGULO ADYACENTE (a un lado): Es el que esta situado en uno de los extremos de dicho
lado. En la figura 2.3, el angulo adyacente al lado ye es [ y el adyacente al lado x es .

LADO ADYACENTE (a un angulo): Es el que forma
parte del &ngulo. En los triangulos rectangulos se llama cate-
to adyacente. En la figura 2.3 el cateto adyacente al angulo

o es x. El cateto adyacente al angulo /3 es ye.

ANGULO OPUESTO : Angulo opuesto a un lado es el
que esta situado “enfrente” a dicho lado. En la figura 2.3, el

9
O
X
9
)
Y
9)

angulo opuesto al lado x es /. El angulo opuesto al lado ye 4
X
es «.
figura 2.3

LADO OPUESTO : Lado opuesto a un angulo es el que
estd “enfrente” del angulo. En los triangulos rectangulos se
llama cateto opuesto. En la figura 2.3, el cateto opuesto al
angulo [ es x. El cateto opuesto al angulo « es ye.
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Si se toman dos lados cualesquiera de un tridngulo rectangulo y se dividen sus longitudes, las seis
divisiones posibles son:

Un problema al que se enfrentaron los matematicos de la
antigiiedad fue como identificar cada una de esas divisiones,
porque a cualquier persona se le puede ocurrir en vez de lla-
marles a los lados x, ye, r, ponerles, por ejemplo, a, b y c,

como se muestra en la figura 2.4. B
c b
Entonces la division que para una persona podria ser A
r o
r L4 r M a
para otra persona seria — . Y alin mas, aunque alguien le pu-
c
figura 2.4

siera a los lados del triangulo x, ye, r, sucederia en muchos
casos que dichos identificadores quedaran en otro orden o lu-
gar de como estan en la figura 2.3, es decir, que la equis que-
dara en donde esta la » y asi con las demas.

Queda claro entonces que no se pueden identificar las divisiones posibles antes mencionadas a
través del nombre particular (la letra) que se le ponga a cada triangulo a cada dibujo, sino por nom-
bres universales. Estos nombres universales son hipotenusa para el lado opuesto al angulo recto y
catetos para los lados que forman el angulo recto.

. b
De esta manera, la division que en la figura 2.3 es oA yen la figura 2.4 es — , habria que llamar-
r c
cateto , : : :
a — . Pero ;cudl cateto? Obsérvese que el cateto ye es simultdneamente cateto adyacen-
hipotenusa

te y cateto opuesto, dependiendo respecto de qué angulo se considere. Si es respecto del angulo o
se trata de cateto opuesto; si es respecto del angulo /[ se trata de cateto adyacente.

Entonces las seis divisiones posibles de las longitudes de los lados de un triangulo rectdngulo y
su forma de abreviarlas se muestran en la siguiente tabla:
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” NOMBRE DE
FIGURA 2.3 RESPECTO DEL ANGULO « z ABREVIATURA
LA DIVISION

¥ cateto opuesto
< - seno sen o
7 hipotenusa
X cateto adyacente
- 0 coseno cos o
% hipotenusa
y cateto opuesto
== tangente tan o
X cateto adyacente
X cateto adyacente
— cotangente cot o

cateto opuesto

hipotenusa

= secante sec &
X cateto adyacente
r hipotenusa
— cosecante csc o
y cateto opuesto

Las anteriores son las llamadas funciones trigonométricas, que en sintesis son:

cateto opuesto

S€Nno =

hipotenusa

coseno =

cateto adyacente

tangente =

hipotenusa

cateto opuesto

cateto adyacente

cateto adyacente
cotangente =

cateto opuesto

hipotenusa
secante =

cateto adyacente

hipotenusa
cosecante =

cateto opuesto
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2.3 LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS

En virtud de que para cada angulo agudo de un tridngulo rectangulo el cociente de la division de
las longitudes de dos de sus lados resulta el mismo valor sin importar el tamafio del triangulo, estos
valores los comenzaron a recopilar los matematicos de la antigliedad en unas tablas, llamadas tablas
trigonométricas.

Obsérvese en la pagina anterior que el seno y la cosecante son reciprocos; que el coseno y la
secante son reciprocos; y que la tangente con la cotangente también son reciprocos. Por esa razon
es suficiente tener los valores solamente del seno, coseno y de la tangente. Asi es como aparecieron
inicialmente en las tablas y actualmente en las calculadoras.

La tabla siguiente es un ejemplo sencillo de como, aproximadamente, hicieron esa recopilacion
de datos. En este ejemplo estan los valores desde cero grados hasta nueve solamente, pero aquellos
matematicos lo hicieron desde cero grados hasta noventa grados.

ANGULO (°) SENO COSENO TANGENTE

0 0 1.0000 0

1 0.0174 0.9998 0.0174
2 0.0348 0.9993 0.0349
3 0.0523 0.9986 0.0524
4 0.0697 0.9975 0.0699
5 0.0871 0.9961 0.0874
6 0.1045 0.9945 0.1051
7 0.1218 0.9925 0.1227
8 0.1391 0.9902 0.1405
9 0.1564 0.9876 0.1583
10 0.1736 0.9848 0.1763
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En la actualidad ya no utilizan las tablas en virtud de que con las calculadoras se obtienen con
mayor exactitud y facilidad dichos valores.

2.4 USO DE LAS CALCULADORAS

Dependiendo del modelo, en las calculadoras suelen existir tres 5
p ’ : , , o T P W
teclas para obtener los valores de las funciones trigonométricas, Cy sin' _ cos' E tan' F

. inglés, s PODC

que son sin para el seno (del inglés, sine), cos para el coseno y 5
Yo 9, X agetcyY M- M
tan para la tangente, como se muestra en la figura 2.5. B Bcen Baas |

figura 2.5

Cuando se emplea la calculadora para obtener valores de fun-
ciones trigonométricas es importante tenerla en la unidad angular
adecuada, casi siempre en grados sexagesimales (D).

Existen tres unidades angulares: El grado
sexagesimal, el radian y el grado centesimal.
La calculadora le hace saber al usuario en qué
unidad esté a través de una letra que aparece en
la parte superior de la pantalla: Para grados se-
xagesimales una D (del inglés, Degree), para

radianes con una R y para grados centesimales -
con una G (ver figura 2.6). En el capitulo 8 de deg (degree)
este libro se estudiardn los radianes.

figura 2.6

Para cambiar de una unidad angular a otra
por lo general debe buscarse la tecla MODE,
casi siempre ubicada en la parte superior del
teclado, que es la que cambia a los diferentes modos de hacer
calculos. Oprimir esta tecla las veces que sea necesario hasta que
aparezcan las medidas angulares. Un ejemplo se muestra en la
figura 2.7.

Si el alumno teclea en su calculadora, por ejemplo,

figura 2.7

sin 2 5 =
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aparecera en su pantalla algo semejante a la figura 2.8

NATURAL DISPLAY

figura 2.8
(Qué significa? Tres cosas:
* Primero: Que al tratarse de la funcién seno, por

definicion se refiere a la division hecha del ca-
teto opuesto entre la hipotenusa.

- =Y
)
* Segundo: Respecto del angulo de 25° los cate- — opues
25
tos toman los nombres de cateto opuesto y de
cateto adyacente. En la figura 2.9 se ve que el _
figura 2.9

lado ye es el cateto opuesto a 25°. Recordar
que el significado de «opuesto» en un triangulo
tiene el sentido de «enfrente dey.

* Tercero: Que en cualquier tridangulo rectangulo, cuando uno de sus angulos agudos mida 25°
siempre la division de la longitud del cateto opuesto entre la hipotenusa, sin importar el tama-
o del tridngulo, va a dar 0.4226182617. El alumno puede verificar que en el tridngulo de la
figura 2.9 de manera aproximada, si mide el cateto opuesto y la hipotenusa y los divide le va
a dar un valor cercano al antes mencionado. No puede el estudiante llegar con exactitud al
valor mostrado en la calculadora porque no es posible que mida la longitud de los lados con
precision de décimas, centésimas ni milésimas de milimetros. Inclusive, al hacer la impresion
del libro pudo variar un poco el valor de 25°.

2.5 APLICACIONES

Todo lo anterior lleva a la aplicacion mas importante de la trigonometria basica que consiste en
poder obtener cuanto miden los otros dos lados de un tridngulo rectangulo conociendo el valor de
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uno de sus lados y el de uno de sus angulos. O bien, poder obtener el valor de sus angulos agudos
conociendo solamente dos de sus lados.

Ejemplo 1: Obtener el valor de los lados desconocidos del si-

Solucién:

guiente triangulo de la figura 2.10:

Se sabe que la division del lado x =45 entre el lado r y
r, cuando el angulo mida 29°, siempre va a dar el

mismo valor. Esa division es el cateto adyacente en- 29

tre la hipotenusa y se llama coseno. x=45

Por lo tanto, buscando en la calculadora se obtiene figura 2.10

que cos 29 =0.87461, o sea que

£:0.87461.

r

despejando r:
45 =0.87461r

Como la cantidad que se despeja siempre debe escribirse del lado izquierdo porque leemos de
izquierda a derecha, se llega a que

45
0.87461

Con el mismo razonamiento, se sabe que la division del lado ye entre el lado x =45, cuando el
angulo mida 29°, siempre va a dar el mismo valor. Esa division es el cateto opuesto entre el
cateto adyacente y se llama tangente. Por lo tanto, buscando en la calculadora se obtiene que
tan 29 = 0.5543 o sea que

2~ 0.5543
45

de aqui despejando ye se obtiene:
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y = (0.5543)(45)

NOTA: Cuando se resuelven problemas como el anterior, para plantear la solucion se escribe

cos 29 zﬁ

r

0.87461 = Ll y se despeja.
r

Para despejar » se razona de la siguiente manera: El denominador » esta dividiendo, por lo
tanto, para eliminarlo debe multiplicarse (operacion inversa) por 7. Pero como esta dentro de
una igualdad, debe aplicarse la propiedad de las igualdades: Lo que se haga de un lado debe
hacerse también del otro lado.

Entonces, como se quiere eliminar la 7 que esta dividiendo se multiplican ambos lados de la
igualdad por » obteniendo:

0.87461(r) = 22 (1)

r
0.87461(@:%(/)

0.87461 r =45

o
0.87461

r=>51.45

Para el otro lado para plantear la solucion se escribe:
tan29 = 2
45

y .
0.5543 = — se despeja.
15 y pej



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 2:

Solucidn:

Para despejar ye se razona de la siguiente manera: El denominador 45 esta dividiendo, por lo
tanto, para eliminarlo debe multiplicarse (operacion inversa) por 45. Pero como esta dentro de
una igualdad, debe aplicarse la propiedad de las igualdades: Lo que se haga de un lado debe
hacerse también del otro lado.

Entonces, para eliminar el 45 que esta dividiendo se multiplican ambos lados de la igualdad por
45, obteniendo:

y
0.5543(45) = =—(45
24.94=y

pero como leemos de izquierda a derecha y se quiere saber qué es ye, no qué es 24.94, debe
invertirse la igualdad anterior:

Obtener el valor de los lados desconocidos del si-

guiente triangulo de la figura 2.11: x
32
Se sabe que la division del cateto o lado x entre el
lado » =60, cuando el a&ngulo mida 32°, siempre rs6 7 4

va a dar el mismo valor. Esa division es el cateto
adyacente entre la hipotenusa y se llama coseno.

figura 2.11

cos32 = X
60

de aqui despejando x se obtiene:

60cos32=x
x=60cos32

Por otra parte, se sabe que la division del lado ye entre el lado » = 60, cuando el angulo mida
32°, siempre va a dar el mismo valor. Esa division es el cateto opuesto entre la hipotenusa y se
llama seno.
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sen 32 = i
60

de aqui despejando ye se obtiene:

60sen32 =y
y =60 sen 32

Ejemplo 3: Obtener el valor de x y » del siguiente
triangulo de la figura 2.12.

X
Solucion:  La division del lado y =83 entre el y=283
lado x , cuando el angulo mida 39°, 39
siempre va a dar el mismo valor. Esa r
division es el cateto opuesto entre en
cateto adyacente y se llama tangente. figura 2.12
tan39 = 83
X
0.80978 = 83
X
0.80978x =83
83
X=—"
0.80978

Se sabe también que la division del lado y = 83 entre el lado 7, cuando el angulo mida 39°,
siempre va a dar el mismo valor. Esa division es el cateto opuesto entre la hipotenusa y se llama
seno.

sen 39 = —
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0.62932 _8
r
0.62932 r =83
83
y =—
0.62932

r=131.88|

EJERCICIO 2.1

Encontrar los valores de los dos lados que faltan respecto
de la figura 2.13, si se tienen los datos que se sefialan en

cada problema: y ’
)y r=95 X
o= 55°
figura 2.13
2) x=115
a=17°
3) y=12 4) =202
o=62° o=280°
5) x=158 6) y=84

o= 45° oa=176°
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2.6 FUNCIONES INVERSAS

El problema inverso a todo lo visto anteriormente es: si se sabe el valor del cociente de la division
hecha entre dos lados de un tridngulo rectangulo, ;a qué angulo le corresponde?

Se dijo en la pagina 40 que la division del lado vertical entre el horizontal, respecto de la figura
2.1 siempre dard 0.714 solamente que el dngulo agudo 4 mida 35.5°, no importa el tamafo de los
lados, sean mas grandes o mas chicos. El asunto es entonces que si dicha division da ahora, por
ejemplo, 0.8390996, ;cuanto mide el &ngulo 4?

Como se esta dividiendo el cateto opuesto entre el cateto adyacente, a dicha division se le llama
tangente, lo cual se escribe

tan A =0.8390996
de donde el angulo A4 se despeja escribiendo

arctan 4 = 0.8390996

se lee: arco tangente de A es igual a 0.8390996 y significa:

(La tangente de qué angulo A es igual a 0.8390996? ol “ )

Cqy sin’ cos‘ E tan1 F
b
En la calculadora estas operaciones llamadas funciones tri- y X agely m-
gonomeétricas inversas estan escritas de otro color sobre el cha- i B ﬁ i L ﬁ
sis y arriba de la tecla de la funcidn trigonométrica correspon- figura 2.14

diente, como se ve en la figura 2.14. Suelen representarse con

. ’ -1 -1 -1
la simbologia sen , cos 'y tan .

De manera que tecleando

tan!
smflen QoN - N N3NoNoNoNoNG =

la calculadora muestra en la pantalla el resultado del &ngulo cuya tangente vale 0.8390996, o sea 40,
esto es que

arctan(0.8390996 = 40
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Ejemplo 4: Obtener el valor del angulo o conocidos dos lados
del siguiente triangulo de la figura 2.15:

84
Solucion:  La division del cateto opuesto entre el cateto adya-

cente al angulo «, llamada tangente, es
144

tan o = —84 figura 2.15

144
tan o =0.583

a = arctan 0.583
o =30.25

Ejemplo 5: Obtener el valor del angulo & conocidos dos lados
del siguiente triangulo de la figura 2.16:

Solucion:  La division del cateto adyacente al angulo « entre la \9%
hipotenusa, llamada coseno, es

160 160
198

cos o =
figura 2.16

cosa =080

a = arc cos 0.80

Ejemplo 6: Obtener el valor del angulo ¢ conocidos dos lados
del siguiente tridangulo de la figura 2.17:

Solucion:  La division del cateto opuesto al angulo « entre la
hipotenusa, llamada seno, es

19 figura 2.17

sen o0 = ——
25



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

sen a=0.76

o =arcsen 0.76

o =49.46

EJERCICIO 2.2

Encontrar el valor del angulo « respecto de la figura 2.18, si se
tienen los datos que se sefialan en cada problema:

¥
(0

1) x=133 X

y=33

figura 2.18

2)  x=38

r=49
3) y =063 4) y=30

r=93 x=74
5) r=>53 6) r=283

x=23 y:40
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7) A un rectangulo que inicialmente mide 80 cm por 40
cm se le corta una esquina desde su extremo izquierdo
hasta quedar como lo muestra la figura 2.19. Calcular
el angulo « de su extremo inferior izquierdo.

52

40

8) A un rectangulo que inicialmente mide 70 ¢cm por 32
cm se le cortan dos de sus esquinas desde sus puntos me-
dios de la base y de la altura como lo muestra la figura
2.20. Calcular el angulo « que queda en la parte superior
después de los cortes.

9) Se construye el triangulo rectdngulo ABC de la figura 2.21 con una
altura de 152 cm y un angulo de 50° en el vértice A. Luego desde el
punto medio m de la base AB se traza la mediana mC. Calcular el
angulo ozque forma dicha mediana mC con la altura BC. NOTA: No
es la mitad del angulo ACB.

10) Lapiramide de base cuadrangular mostrada en la figura 2.22
tiene una altura de 70 cmy 50 cm de lado en su base. Calcu-
lar el angulo & que se forma entre la base y cualquiera de
sus caras. La figura 1.41 puede servir de guia.

80

figura 2.19

figura 2.21

figura 2.22

152
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11)

12)

En la piramide del problema anterior que corresponde a la
figura 2.23, calcular el angulo S que se forma entre la base
cuadrangular y cualquiera de sus aristas de la union de dos

caras.

Observaciones: Las diagonales de la base cuadrada son per-
pendiculares, por lo tanto forman cuatro tridangulos rectangu-
los iguales de hipotenusa igual a 50. También se forma un

triangulo rectangulo desde el vértice superior de la piramide

hasta el centro de la base, como estd mostrado en la figura

1.42.

El costado de una casa con construccion
modernista tiene la forma que se ve en
la figura 2.24. El techo tiene una incli-
nacion de 25 grados respecto de la hori-
zontal y una longitud de 3.4 metros, in-
cluido un pequefio volado de 80 centi-
metros medidos horizontalmente. Desde
el final del volado del techo hasta el pi-
so hay una altura de 3.1 metros. Calcu-
lar la longitud de la pared trasera y el
angulo o de inclinacion de la pared in-
clinada.

figura 2.23

figura 2.24

pared
trasera



